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Teorema de la función implícita 


bidimensional 


Teorema: (Teorema de la función implícita bidimensional) 
Sea F(x, y) con derivadas parciales continuas en una vecindad de 
(xo, Yo), donde F(Xo, Yo) =r, y sea oyF(Xo, Yo) # O. 

Entonces existe un rectángulo [a, b] x [c,d] con centro en (xo, Yo), 


donde para cada x e [a,b] existe un único y = f(x) en [c, d] que 


satisface la ecuación F(x,y)=r. Además f(X0)= yo, ðyF(x, f(x)) 4 0 
Vx ela, b[, y f es continua y tiene derivada continua en Ja, b[ 


dada por 
əxF(x, f(x)) 


EUST R 


Demostración: 


Por una simple traslación podemos suponer que xo = Yo =r = Q. 
Entonces R = [a, b] x [c,d] tiene la forma [—ó, 6] x [—e, €]. 


Podemos también asumir que dyF(Xo, Yo) = m> O (el caso < 0 es 


simétrico). 


Como 9xF y 9yF son continuas y m > 0 podemos escoger ó y e tan 


pequenos que se cumpla 9,yF(x, y) > m/2 y loxF(x, y)| < M+1 para 
todo (x, y) € [—6, ô] x [—e, €], donde M = |ðxF (xo, yo)l. 


Además, podemos reducir ó sin afectar estas condiciones de modo 
que (M + 1)ó6 < me/?2. 


Fijemos x € [—ô, ô]. Como ayF(X, y) > m/2 para todo: y e [—e, €], 


y => F(x, y) es creciente. 


Si probamos que existen y_, y+ € [—€, €] tal que F(x,y-) < O < 
F(X, y+), el teorema del valor intermedio implica que existe un 


y- <y < y, tal que F(x, y) = O. 


Éste es el y = f(x) buscado. 


Para esto supongamos que F(x, 0) < 0, ie. escogemos y- = 0 (el 


caso > O es simétrico: yy = 0). 


Usamos el TVM: como la pendiente de F en el segmento entre 
(O, O) y (X, 0) no es menor que —M — 1 y |x| < ó, el menor valor 


que puede tomar F(x, 0) es > —(M + 1)ô. 


Pero la pendiente de F en el segmento entre (x, 0) y (x, €) es ma- 


yor a m/2, luego el menor valor que puede tomar F(x, €) es 
F(x, 0) + me/2 > —(M+ 1)6 + me/2 > 0. 


Tomamos yy =€. 


Esto prueba la existecia y unicidad de f. 


Cerca a (Xo, Yo), y = f(x) es una curva de nivel r de F, con r valor 


regular. 


gradF (x,y) 


A y=f(x) 


y) 


Entonces, como ya se mencionó, f tiene recta tangente dada por 
la proyección en el plano xy de la intersección del plano tangente 


a F y el plano z =r. 


Por lo tanto es diferenciable y gradF es ortogonal a su vector tan- 


gente en cada punto, esto es 


(axF(X, y), dyF(x, y)) + (1,F'00) = 0, 


de donde se obtiene la fórmula para f'(x). 


Ejemplo: 


¿Define la ecuación F(x, y) = y — sin xy = O una función y = f(x), 
diferenciable en una vecindad de x = 1? 


Solución: 


Una solución obvia es y =0. 


¿Hay mas soluciones? 


Para averiguarlo, supongamos que y # 0. 


En ese caso sabemos que |sin y] < |y|, y entonces no hay otras 
soluciones para x= 1. 


Sin embargo y = 0 no es solución única en ninguna vecindad de 
(x,y) = (1, 0). La razón es que para x cercano pero mayor a 1, la 


ecuación tiene dos soluciones y = 0 y Yx > O (como puede verse 


en la figura) y limxx 1 Yx = 0. 


fV) 


ey 
11092) 


Por esta razón no se puede usar el TFI en (x, y) = (1, 0): Fy(1, 0) = 


(1— x cos(xy))lx=1,y=0 = 0. 


Para 0 < x < 1, y = 0 es la única solución y se puede usar el TFI. 


Para x cercano pero mayor a 1, se puede usar el TFI con cualquiera 


de las dos soluciones y = 0 o yx. Para x más grande comienzan a 


aparecer más soluciones. 


Teorema de la función implícita en 


tres dimensiones 


Teorema: (Teorema de la función implícita en tres dimen- 


siones) 


Sea F(x, y, z) con derivadas parciales continuas en una vecindad 


de (Xo, Yo, Zo), F(Xo, Yo, ZO) =r, y 9zF(Xo, Yo, Zo) 4 O. 


Entonces existe una vecindad U de (Xo, Yo) y un intervalo [c, d] 


con centro en Zo, donde para cada (x, y) E U existe un único z = 


f(x,y) en [c, d] que satisface la ecuación F(x, y, Z) =r. 


Además f(Xo, Y0) = Zo Y 9zF(X, y, f(x, y)) Æ O para todo (x,y) en 
U, en donde f es continua y tiene derivadas parciales continuas 
dadas por 


xF y, f(x, y)) 
azF(X, y, f(x, y) * 


əxf(x, y) = 


yF y, f(x, y)) 
əzF(x, y, f(x, y)) ` 


əyf (x,y) = 


[La prueba es análoga al caso anterior, solo hay que adaptar los 


argumentos geométricos a una dimensión más] 


Ejemplo: 

La presión, temperatura y densidad de un gas se relacionan como 
RoT 

1— bp 


P+ ap? = 


donde a, b, R son constantes # O. 


Calcula la razón de cambio de la densidad p respecto a la tempe- 


ratura. 


Solución: 
En lugar de resolver p podemos usar el TFI con 
RoT 


P,T, p) =P+ap?— 
JCP, T, p) (i 


Así, dpf = (2a — RT/(1 — bp)? ) p es distinto de O para 2a 4 RT/(1— 
bp)y?. 


En ese caso existe p = g(P T) cerca de estos valores. 


La razón de cambio buscada es 


Rg(P,T) 
1-bg(P,T) 


RT 
— bg T)? ) atan, 
R 


ð 
ərg(P, T) = > 


2a(1— bg(P,T))— TPT) 


Observación: 


HBE: | 9p 
La notación en termodinámica para esta derivada es (2) , con 
P 


el subíndice P como un recordatorio, algo redundante, de cual va- 


riable se deja fija. 


Teorema de la función implícita en 


dimesión mayor 


Teorema: (Teorema de la función implícita en dimensión 


mayor) 


Denotamos los puntos de R"*icomo (x, z), con XER" y zeR. 


Sea F una función de n+ 1 variables, con derivadas parciales con- 


tinuas en una vecindad de (Xo, Zo), F(Xo, Zo) =r y 9zF(Xo, Zo) # O. 


Entonces existe una vecindad U de xo y un intervalo [c, d] con 
centro en Zo, donde para cada x € U existe un único z = f(x) en 
[c, d] que satisface la ecuación F(X, Z) =r. 


Además f(Xo) = Zo y ðzF(x, f(x)) # O en el interior de U, en donde 


f es continua y tiene derivadas parciales continuas dadas por 


əðxkF (x, FC) 
əzF(x, FON) ` 


dxf (xX) == 


[Nuevamente la prueba es una adaptación del caso unidimensinal] 


